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1. Introduction al’analyse d’algorithmes

1.1 Notion d’algorithme

Un algorithme est une “suite finie d’ opérations élémentaires constituant un schéma de cadcul
ou cerésolution dun probléme” (le Petit Larous<e lllustré, 1994.

On atous des dizaines d’ exemples d’ algorithmes en téte :
I’ algorithme d’ Euclide qui permet de caculer le pged de deux nombres entiers,
I’ algorithme de multi plication déamale
I’ algorithme de recherche dans une suite ordonrée(dictionraire)

Lorsgu on éait un gogramme, on met en ceuvre un algorithme, ¢’ est pourqua cette nation
est fondamentale en informatique. Mais attention, on e peut réduire la nation d algorithme a
cdle de méthodes informatiques de résolution de problemes.

Etymologie ¢ petit historique

Al Khuwarismi, mathématicien perse, né en 783,et qui a Maison e la Sagss a Bagdad, a
donré le nom de I'un e ses ouwrages a une branche fondamentale des mathématiques,
I’algébre, et son propre nom a la science dite algorithmique. Mais on peut faire remonter la
pratique dgorithmique bien avant, avecles savants babyloniens de 1800avant J.C. !

Il est vrai quelanation dalgorithme est aujourd’ hui trésliée a’idéed’ ordinateur.

Vers 1930, pusieurs mathématiciens (Godel, Church, Turing, Post) ont formalisé le mncept
d’algorithme — ou cdcul — par diff érents modéles abstraits. La théorie de la “cdculabilit &”
sintéresse al’existence d’un agorithme pou la résolution dun pgrobléme donre. C'est une
théorie importante mais qui nefait pas|’ objet de natre wurs.

Exemple fondamental de probléme non déddable (noncaculable) :

il ne peut exister un programme universel U, qu soit cgpable de réponde, en un nanbre fini
d’ opérations, a la question suivante, relativement a un pgogramme P quelconque : le
programme P s arr éera-t-il au bou d'un nambre fini d’ opérations ?i Car si untel programme
existait, on aboutirait a un contradiction logique en I’appliquant simplement a lui-méme
(Histoire universell e des chiffres de G.Ifrah).

Nous nous intéresons a |’ analyse d’ algorithmes et non au probléme de leur existence Il ne
suffit de conreitre un algorithme, encore faut-il pouvar estimer son efficadté.
Objedifs: - estimer I'efficadté intrinséque d'algorithmes, indépendamment de la machine,
du langage, et autres détail s d'implémentation

- comparer des algorithmes
Lacomplexité d’un algorithme est le temps et |’ espacemémoire nécessaires a son exéaution.
Modele d ordinateur de référence : une unité de cdcul et une mémoire telles que g I’acces (et
le rangement) d’un élément dans la mémoire se fait en untemps fixe, b) I’unité de cdcul ne
peut traiter gu' une opération alafois.

1.2 Mesure de la complexité
On peut toujours identifier des opérations élémentaires : le temps d'exéaution ce I'agorithme
serapropationrel au nambre de ces opérations



Exemples:
1. recherche d'un élément dans uneliste - nombre de wmparaisons

2. multiplication de matrices - nombre de multi pli cations et d'additions
3. tri dureliste d'éléments - nombre de comparaisons et de déplacements

En faisant varier le nombre d'opérations élémentaires considérées, on fait varier le degré de
prédsion ce l'anayse @ son degré dabstradion (degré dindépendance par rappat a
I'implémentation)

Le temps d'exéaution est suppacsé propationre ala mesure choisie, on re peut comparer que
des agorithmes qui utili sent les mémes opérations

Pour cdculer la complexité en temps, on compte les opérations élémentaires de I'algorithme
gue l'on analyse. Il n'y a pas de méthode compléte pou faire cda, mais il existe quelques
regles.

* sequencedinstructions: gjouter

* branchement condtionrel : majorer

« bouwle : S Ri) ol P(i) est le nombre dopérations au i®Me passage dans la boucle (i
variable de mntréle delaboucle)

» appel de procédure/fonction : nombre d'opérations de la procédure/fonction

* pou les procédures ou fonctions réaursives : résoude des relations de réaurrence T(n)=
f(T(k)) ot k<n

Exemple: lafonctionréaursive “fadorielle”

function fad (n: integer) : integer ;
begin

ifn=0thenfad =1

elsefad :=n * fad (n-1)
end;

on peut choisir comme opération élémentaire la multi plicaion ce 2 entiers. Alorsona
TO)=0et TN)=T(n-1)+1poun=1
que l'onrésout fadlement : T(n) = n.




Exemple : un dgorithme de recherche

Algorithme de recherche séquentielle

typeliste = arr ay[1..n of integer;
function trouve(L:liste; X:integer): integer;

var j @ integer;

begin
1 j:=1;
2 while (j<=n) and (L[j]<>X)
3 doj:=j+1;
4 if j>nthen j:=0;

trowe:=j;
end;

Il s agit de compter le nombre d'itérations et, par itération, le nombre de comparaisons.

Les instructions j<=n(2) et j := j+1(3) ne sont pas prises en compte ca elles dépendent de la
programmation et de la structure de donrées.
Les opérations sgnificaives ont donc les comparaisons L[j]<>X il y en aune par itération.

Le nombre ditérationsest nsi X 0L, j (rang de lal€re occurrence) sinon.

L'analyse se fait en déterminant des invariants de boucle (propriétés vraies a caque
itération) et des conditionsd’arrét.

invariants de boucle:  au début dela 1€r€ itération, j=1
au début de laki€Meijtération, j=k et Oi, 1<i <k, L[i]#X
condtionsd'arrét : s au début de la ki€Me jtération ona k<n et L[K]=X, le programme
sarréte avecj=k
s onak=n+1, le progranme sarréte avecj=0.

1.3 Autrescritéresd’analyse

« placemémoire: tres uvent larapidité d'un algorithme est au détriment de I'espaceutili sé
(compromis espacetemps)

» simplicité de I'algorithme: implémentation et maintenance (temps "humain™)

» adéquation aux donrées. exemple de l'algorithme de tri par insertion, mauvais en général,
performant sur des listes presque triées




Exemple dutri par insertion :

Algorithmedu tri par insertion

typeliste=arr ay[1..n of integer;
procedure tri_insertion(A : liste);
var clei,j : integer;

begin
for i:=2 to longueur(A) do
begin
cle:=Alil];
ji=i-1
while (j>0) and (A[j]>cle) do
begin
Alj+1] = Aljl;
j =L
end;
A[j+1] :=c¢;
end;
end;

1.4  Complexité ex moyenne d au pire

Le temps d'exéaution dun algorithme dépend des entrées aur lesquelles il est exéauté (cf.
agorithme de larecherche séquentiell €)

Il faut définir lataill e des entrées (en général |e nombre d'éléments manipul €s).

Pour une taill e fixée des entrées, la mmplexité de cetains algorithmes varie en fonction des
entrées ell essmémes.

Définitions:

Soient Dy, I'ensemble des entrées de taill e n et Ca(d) la complexité en temps de I'algorithme A
sur l'entréed, alors:

» la omplexité dans|e meill eur des cas est définie par :
Mina(n) = min{Ca(d), dOD,}

* la omplexité dansle pire des cas est définie par :
Maxa(n) = max{ Ca(d), dIDn}

» la coomplexité en moyenne est définie par :

Moya(n) = > p(d).Ca(d)
dibD,
ou p(d) est laprobabilit & essociée d'entréed.

Remarques :

1. les complexités dans le pire € le meill eur des cas donrent des bornes sur la cmplexité de
I'algorithme sur des entrées de taill e n. En général on sintéresse ala cmplexité dansle pire
desces.




2. s toutes les entrées nt équiprobables, alors la cmmplexité en moyenne sexprime
simplement en fonction ducardinal |Dy| :

Moya(r) =7 S
dOD,
3. en général les entrées ne sont pas équiprobables et il faut définir un modele probabili ste du
probléme. La complexité en moyenne et souvent difficile adéterminer, pou beaucoup
d’ algorithmes elle n’ est pas connte.
4. ona: Mina(n) < Moya (n) < Max a(n), On. Si le mmportement de A ne dépend qie de la
taill e de I'entrée ces 3 quantités ont confondLes.

Exemple:

Algorithme de multiplication de matrices carrées (C=AB)

type matrice=arr ay[1..n,1..1} of integer;
var i j,k : integer;
begin
fori:=1ton do
forj:=1to ndo
begin
C[i,j]:=0;
for k:=1to n do
ClijI==C[i,j] + Ali.,K] * B[k,j]
end;
end;

opération éémentaires : les multi pli cations,

nnn
ona  Min(n)=Moy(n)=Max(n)=y ¥ ¥ 1=n°
b

Exemple : algorithme de recherche séquentielle

Opérations élémentaires : les comparai sons.

On adégavu que Max(n) = net Min(n) = 1, reste a céculer Moy(n), sachant que :
- laprobabilit € pour que I’ @ément cherché X soit danslalisteL est q
- & X OL, toutes les places sont équiprobables

Soit Dy, 1<i < n, I’ensemble des donréesou X est alaieme place; onap(Dy;) =%

Soit Dy, 1<i < n, I"ensemble des donrées ol X est absent; onap(Dyo) = 1-q

Il est clair que @0t(Dyj)=i et colt(Dno)=n, dou

n n
Moy(n) = 3 p(Dn) cOt(Dny)= (1-)n+1 3 i = (1-G)n + 9&%12
i=0 1

. n+l
Si g=1 (X[IL) onaMoy(n) =

Sl g=1/2 (une chancesur 2 pou que X[IL) onaMoy(n) :%




2. Notations asymptotiques

La omplexité dun agorithme est une fonction ce la taille de I'entrée Il est important de
conreitre le cmportement asymptotique de cdte fonction pou pouvar comparer des
algorithmes sur des problemes de taill e devée

On sintéresse al'ordre de grandeur asymptotique de lafonction de complexité.

Par exemple,

~ l'algorithme A de cmmplexité 25nest meill eur que I'algorithme B de complexité 3n2
pou tous k,, k, (>0), I'algorithme A de complexité k,n est meill eur que I'algorithme B de

complexité k,n? car lafonction f(n)=n2 croit plus vite que lafonction g(n)=n

2.1  Définition delanotation 6
Pour une fonction donréeg, on nde 6(g(n)) I'ensemble de fonctions :

8(g(n)) ={f(n) / Ocy, c2>0, Ong, 0 c1.g(n)< f(n) < co.g(n), O n=ng }

on éqit f(n)=6(g(n)) pou f(n)B(g(n)) et on dt que g(n) est une borne approchée
asymptotique pou f(n).

NB: toute fonction utili séedans lanotation 8 est suppaséepasitive asymptotiquement.

2.2 Définition delanotation O

La notation 6 barne une fonction asymptotiquement a la fois par excés et par défaut.
Lorsquon re dispose que d'une borne supérieure asymptotique, on uili selanotation O.

Pour une fonction donreeg(n) on nde O(g(n)) I'ensemble de fonctions :
O(g(n)) ={f(n)/ 0c>0,0no>0, &= f(n) < cg(n), On=no}

on éait f(n)=0(g(n)) pour f(n)JO(g(n)) et on dt que g(n) est une borne supérieure
asymptotique pou f(n)

2.3 Définition delanotation Q

Pour une fonction g(n) donrée on nde Q(g(n)) I'ensemble des fonctions:
Q(g(n)) ={f(n)/ Oc>0,0np>0, & cg(n) <f(n), Dn=ng}

On éqit f(n)=Q(g(n)) pour f(N)Q(g(n))



3. Récurrences

Souvent, le temps d'exéaution dun algorithme réaursif séait comme une réaurrence (équation
ouinégalité qui déait une fonction apartir de savaleur sur des entrées plus petites).
Autrement dit la mesure sur une taille n T(n) est fonction e la mesure sur des taill es
inférieures: T(n) =f({T(p), p<n}.

3.1 Classes d’équations de récurrences

1. réaurrenceslinédres d ordrek : T(n) =f(n, T(n-1), ..., T(n-k)) + g(n)
aveg k> 1entier fixé

f combinaisonlinédre des T(i), pou i = n-k,..,n1,

g fonction quelconqe de n;

2. réaurrences de partitions : T(n) = aT(n/b) + d(n)
aveg a d@ b constantes entieres
d(n) fonction quelconque den.

3. réaurrences completes, linédares ou pdynomiaes: T(n) = f(n,T(n-1), ..., T(0))+g(n)
aveg f fonction linéare ou pdynomiaedesT(i), i=1,...,n
g(n) une fonction quelconqge de n.

3.2 Quelques techniques de résolution

3.2.1 Réaurrenceslinéaires, méthode des facteurs mmants

On éqit larelaional’ ordren, n1, n2, ..., 1.0n multiplie par unfadeur adapté pou pouvar
sommer et simplifier.

Exemple: T(n) =T(n-1) +2", T(0) =1

3.2.2 Reéaurrenceslinéaires a coefficients constants, équation caractéristique

a) réaurrencelinédre homogene, d ordrek :
aT(n) + &T(n-1) + &T(n-2) + ... + aT(n-k) = 0, avec @, &,... & constantes
larésolution dunetelle &uation pes< par cdle del’ équation caractéristique :
ax<+axl+..+a=0
on cherche les radnes de cdte @uation : ry, ry, ..., I, de multiplicité respedive my, my, ...mp.
Lasolutions éqit :

pOm-1 0O
Tn=3% E Scnf ri”E, les constantes ¢; étant déterminées par les condtionsinitiales.
i=1G=0 0O

Exemple: T(n) - 3T(n-1) -4T(n-2) =0 poun=2,T(0)=0etT(1) =1



b) réaurrencelinéare non homogéne, d ordre k de laforme :

2T() + &T(n-1) + &T(12) + ... + &T(K) = b, Py(n) + b, Po(n) + ...+ b, Py(n)
avec @, a,..-& et b, b,,..., bq constantes et Py(n), Px(n),... Py(n) polynémes en n ce degré d,
dy, ..., @ respedivement.
L’ équation caradéristique s éait alors :

(3" + ax*t + ..+ a.) (x-b)I*T (x-by)%*L . (x-bg)%t1= 0,

Comme précéemment, on cherche les radnes de cdte é@uation (avec leur multiplicité
respedive) et on détermine la solution générale, les fadeurs constants étant déterminés par les
condtionsinitiaes.

Exemple: T(n)=2T(n-1) +n+2,n>1,T(0)=0

3.2.3 Réaurrencesde partition
On serestreindra aux réaurrence de partition ce laforme:

T(n) = aT%§+ d(n), n= 2, a & b constantes
T =1
On suppcse que n est une puissancede b : n = b*

Dans|’équationinitiale, onremplacen par b*: T(b¥) = aT(b*?) + d(b")
Posonst, = T(b¥), on oliient alors une éuationlinédre: t, = at., +d(b")

=1
Onrésout cette éuation par laméthode des fadeurs smmants :
tk = a.tk_l + d(bk)
at,= a&t, + a.d(b“)
az.tk_z = 6t°’.tk_3 + az.d(bk_z)
S TE o+ aaw
k-1
= &+ a.db)
i=0
Or k = logy(n) dorc & = d°%( = 9% gorg,
k-1
Eq.(A) T(n)=n 0@ , Zad%@
i=0

Ordre de grandeur dansle ca& ou dest une fonction multipliceive :
Une fonction d est dite multiplicaive s d(u.v) = d(u).d(v). Par exemple, d(n)=nr° est
multi plicative, d(n) = n-1 nel’est pas.




k-1
k-1 :
Si on suppase d multiplicaive, ona: Zal.d(bk")) = d(b)* E %(ﬁtl))%
i=0
=

« Sia=d(b), leseondterme vat : k.d(b)* = logy(n).n'°%@®) co k = 10g,(n)
a
1- %r(b)g 1/05(8)_ ogs(d())
e Siazd(b), lesemndtermes éqit : d(b)~. a - a
1-4m) db) "1

Finalement, on olient

1. s a=d(b) dors T(n) = 6(n'°* Jogy(n))
dansle caou dn) = na, onaT(n) = e( na.logb(n))
2. s a>d(b) dors T(n) = 6( n|09b(a))

3. s a<d(b) dors T(n) = 6( n'Ogb(d(b)))

dansle caou dn) = na, onaT(n) = e(na)

Exemples:
T(n)=2T(n/2) +n-1, re2
T()=1
k-1
Eq (A) donre (a =b=2) T =n+ N 2 B5-1En+kn-2¢-1)
7 g
i=0

commek =log, n, finalement T(n) = n.log, n+ 1

T(n)=3.T(n/2) + cn n>1 et n pussancede 2, ¢ constante
T =1
k-1
Eq (A) donre(a =3, b=2) Ty = n'°%® 4 Zsﬁ.c%gz
i=0
k
logx(3) , ., (321 _
n tontasg =

n!09(3) ; 2c(n-n 10g(3) ) = 6( nlogZ(B))



4, Les arbres binaires

Un arbre binaire est soit vide (noté &) soit de laforme B = <o, B, B,> ou B, B, sont des arbres
binaires digoints et 0 est un naeud appel é radne.

Exemple:
expression arithmétique (x-(2*y)) + ((x+(y/z)) *3

+

]
-~
S

2y x |

w

y z
Lastructure d’ arbre binaire est utili séedans de tres nombreuses appli cations informatiques.

Il est important de noter la non-symétrie gauche-droite des arbres binaires : I’ arbre <o, <o, @, &>,
> et |'arbre <0, @, <0, @ &>> sont des arbres binaires diff érents

Opérations de base sur les arbres binaires.

L’ opération arbre-vide(A) rendvrai st A= @, faux sinon

L’ opération racine(A) est définies Az @ ; s A =<0,B;, B,>) ellerend neud o(laradne de
I”arbre)

L’ opération g(A) est définiest Az @ ; st A =<0,B;, B,>) ellerend By, I’ arbre gauche de A

L’ opération d(A) est définies Az ; s A =<0,B;, B,>) ellerend B, I’arbre droit de A

L’ opération contenu asocie une information de type Elément a dhagque Noeud ce I'arbre. Un
Arbre dort les noeuds contiennent des informations est dit étiqueté. S B= <0 ,B;, B> est un
arbre éiqueté dort laradne contient I’élément r , on nde dusivement B = <r , By, B,>

4.1 Terminologie
Soit B=<0,B;, B> unarbre binaire,

e OestlaradnedeB

* B; est le sous-arbre de gauche de laradne de B et B, est le sous-arbre de droite de laradne de
B

» Cestunsous-arbredeB ss C =B, B; ouB, ,ouC est unssarbre de B; ou B,

» onappellefils gauche (resp. fil s droit) d’un nceud, la radne de son sous-arbre de gauche (resp.
de droite)

* s un nceud n apou fils gauche (resp.droit) nj , on dt que n; est le pere de n;

* deux nceuds qui ont le méme pére sort dits freres

* lenoeud nest unascendant (ancére) de n; ss n; est le pére de n; ou unascendant du pere de

* n;est undescendant de n; ss n; est le filsde n; ou un @scendant d’ unfilsde n;




tousles noeuds d’'un arbre binaire ont au plus 2 fils:
un nceud qu a2 filsest unnoeud interne (ou pant doulde)
un nceud qu a seulement unfils gauche (resp.droit) est unpoint smple a gauche (resp.
adroite), ou neud interne senslarge
un nceud sans fil s est appel € une feuill e (noeud externe)
on appelle branche de B tout chemin (toute suite de noeuds conseautifs) de la radne aune
feuillede B

4.2 Mesures

lataill e d unarbre est le nombre de ses noeuds :

taille (0) = 0
taille (< 0, By, B, >) = 1 +aill (B,) +taill (B,)

la hauteur d'un naeud x (profondeur ou riveau) est définie cmme suit :

h(x)=0sd xestlaradnedeB
h(x)=1+h(y)syestlepéredex

lahauteur d unarbre B est :
h (B) = max{h(x), x nceud ce B}

lalongueur de cheminement d’ unarbre B est :

LC(B) = > h(x)
X noeud de B

dans la longueur de cheminement on peut distinguer la @ntribution des feuill es de cdle des
autres noeuds :

la longueur de cheminement externe d'un arbre LCE est |la somme des hauteurs prise sur
toutes les feuill es

la longueur de dheminement interne d' un arbre LCI est la somme des hauteurs prise sur tous
les noeuds internes
onalLC (B) =LCE (B) + LCI (B)

Avec ce quantités on peut en déterminer d autres, par exemple la profondeur moyenne externe
d’'unarbre ayant f feuillesest :

PE (B) =% LCE (B)

4.3  Arbres binaires particuliers

un arbre binaire dégénéré (oufili forme) est un arbre formé uniquement de points smples

un arbre binaire est dit complet s'il contient 1 nceud au niveau 0, 2au niveau 1, 4au niveau 2,
..., Zaunveal h
guel est le nombre total de noeuds d' un arbre complet de hauteur h ?



» un arbre binaire parfait est un arbre dort tous les niveaux sont completement remplis sauf
éventuellement le dernier, et dans ce ca les feuill es du dernier niveau sort regroupees le plus
agauche posshble

» un arbre binaire locdement complet est un arbre binaire nonvide qui n’a pas de point smple
(tous les noeuds qui ne sont pas des feuill es ont 2 fil s)

* unpeigne gauche (resp. peigne droit ) est unarbre binaire locdement complet dans lequel tout
filsdroit (resp. gauche) est une feuill e

4.4  Occurrence et numérotation hiérarchique

Pour désigner un neeud dans un arbre, on lui asocie un mot formé de symboles ‘0" et ‘1’
deaivant le chemin delaradne a cenoeud: c'est |’ occurrence du neeud dans |’ arbre. Occurrence
delaradne est le mot vide € et S un nceud a pou occurrence p son fil s gauche apou occurrence
1O et sonfilsdroit pl.

Dans lanumérotation en ordre hiérarchique des noeuds d’ un arbre complet, on nunérote en ordre
croissant a partir de 1 tous les noeuds a partir de laradne, niveau par niveau et de gauche adroite
sur chagque niveau.

Un nceud numéroté i a son fil s gauche numéroté par 2i et sonfilsdroit par 2i+1.

En déduire que st un neceud d un arbre cmmplet a pour occurrence | et pour numeérotation en ordre
hiérarchiquei, onalarelation:

i = 21002104 m otmest I’ entier représenté par .

4.5  Propriétés fondamentales :

La profondeur et lalongueur de cheminement sont des mesures fondamentales pou |’ analyse de
la cmmplexité d’un certain nanbre d'algorithmes.

Encadrement dela hauteur et delalongueur de cheminement

1- pou unarbre binaire ayant n noeuds et de hauteur h : ogonk h< n-1

tout arbre binaire nonvide B ayant f feuill es a une hauteur h (B)> Clogof [

n
— (n-1)
2 - pou unarbre binaire B ayant n noeuds au total, ona: z ogokd< LC(B) < L g
k=1

La longueur de cheminement d’un arbre binaire ayant n noeuds est au minimum de I’ ordre de
nlogyn et au maximum de |’ ordre de n®

3 - tout arbre binaire B ayant f feuill es a une profondeur moyenne externe : PE (B)=log, f

Propriétésdes ar bres binaires|ocalement complets
1 - unarbre binaire locaement complet ayant n noeuds internes a (n +1) feuill es
2 - B unarbre binaire locdement complet ayant n noeudsinternes : LCE (B) = LCI (B) + 2n



On appelle complétion locde d' un arbre binaire B I’ opération qu consiste a ompléter I'arbre B
en unarbre Binaire Complet, en rajoutant des feuill es de tell e sorte que dhaque noeud ce B ait 2
filsdansBC

Dénombrement des arbresbinaires

. . 1
1-lenombred arbres binaires detaille n est b, = mCm”
2 - lenombre bc, d arbres binaireslocaement complets ayant (2n+1) noeuds est
1
bc, = _CZnn



4.6 Représentation des arbres binaires

Utili sation de pointeurs

a chague noeud, onasscie 2 panteurs, un vers le sous-arbre gauche, I’ autre vers le sous-
arbre droit, I'arbre et déterminé par |'adrese de sa radne. Quand I'arbre et étiqueté,
I"information des noeuds est mise dans un champ suppdémentaire.

type  ARBRE =1 Noeud
Noeud = enregistrement
val : Element
0,d: ARBRE
fin

Utili sation de tableaux

C'est une simulation ce la représentation précélente. A chague noeud onasscie unindice
dans untableau a deux champs (G et D). Le champ G (resp. D) contient I'indice acié ala
radne du sous-arbre gauche (resp. droit).

Il faut une cnvention pou I'indice a&ocié al’arbre vide. Il faut ausd conrsitre I’indice
dansletableau delaradne. De pluslorsque I’ arbre est étiqueté, onreprésente I'information
asciéedans un champ supdémentaire.

type TAB =tableau [1.N] de enregistrement
V : Element
G:0.N
D:0.N
fin
ARBTAB = enregistrement
rac: 0.N;
tab: TAB,;

fin

Le asdesarbres parfaits - représentation sequentielle

La numérotation en ardre hiérarchique permet de @der les arbres parfaits de taill e n dans
untableau den caseset ona,

2<i<n O lepéredu neud dindicei est al’indice(i div 2)
I<i < (ndiv 2) O le fils gauche du nceud dindicei est en 2 et le fils droit du nceud
dindicei esten 2 +1

Cette représentation peut étre utili séepour des arbres binaires quelconques, en laissant des
cases vides dans le tableau, qu corresponcent aux nceuds non pésents. Elle perd alors
I avantage de sa compadté : un arbre de n noeud peut nécesster jusqu a2" - 1 cases.




4.7  Parcours en profondeur a main gauche d’un arbre binaire

Le parcours d'un arbre cest I'examen systématique, dans un certain ordre, de chaaun des noeuds
del’arbre.

Le chemin part & gauche de laradne d va toujours le plus a gauche possble en suivant I’arbre.
Dans ce parcours, chaque noeud est rencontré trois fois (descente, remontée gauche, remontée
droite).

Algorithme réaursif :

procedure Parcours(A : Arbre);

debut
s A = arbre-vide alors TERMINAISON
sinon debut
TRAITEMENT1
Parcours(g(A))
TRAITEMENT2
Parcours(d(A))
TRAITEMENTS3
fin
fin

La complexité comptée e nambre de traitements de noeuds sur un arbre de n noeuds est en 6(n).
Le parcours en profondeur & main gauche cntient comme ca& particuliers 3 ardres classques
d’ exploration darbres :

1. ordre préfixe oupréordre : ss TRAITEMENT2 et TRAITE-MENT3 n existent pas, alors
TRAITEMENT1 est appliqué en préordre (ng, Nz, N4, Ng, Ny 1,MNg, N, N3, Ng, N10,17)

2. ordre infixe ousymétrique : seul TRAITEMENT?2 est appliqué
(Mg, NM11,M4, Mg, Ny, Ns, Ny, N, Ne, N3, 17)

3. ordre suffixe oupostfixe : seul TRAITEMENT3 est appliqué
(N11,Mg, Mg, N4, Ns, Nz, N0, Ne, N7, N3, 1)

Remargue : on re peut pas, avec ceparcours, oktenir I’ ordre hiérarchique, car il corresponda un
parcours par niveaux et nonaun parcours en profondeur.




Déréaursification du @rcours d’ arbres binaires :

Principe : descendre la branche gauche de I’arbre en effeduant T1 et en empilant les noeuds
rencontrés; on effeduera T2 avec ce noeuds lors de la remontée gauche. L’ ordre de rencontre
des noeuds pou T2 est inverse de I’ ordre pou T1, dou la structure de pile. Quand un neud est
rencontré en remontée gauche, on effedue T2, on mémorise le noeud dans une pile, pus on
travaill e sur tout son sous-arbre droit pou enfin traiter le noeud en remontéedroite par T3.

Pour éviter d' utili ser 2 piles, une marque N est utiliséequi indique le sens de la remontée (N=1
remontéegauche, N=2 remontéedroite)

procedure parcours iteratif(A : Arbre);
var P: PFile; N : integer;
debut
N « 1, P < pilevide;
repeter
s N=1 alorsdebut
tant que A <> [ faire debut

TRAITEMENT1
P~ empiler(P, (A,1))
A - g(A)

fin

TERMINAISON

fin
s non est-vide(P) alor s debut
(AN) — somnet(P)
P — dépiler(P)
s N=1 alorsdebut
TRAITEMENTZ2;
P~ empiler(P, (A,2);
A ~ d(A);
fin
sinon TRAITEMENTS3;
fin
jusqu’ a est-vide(P)
fin




5. Graphes

5.1 Graphes orientés

Un graphe orienté est constitué d’ un ensemble N de sommets et d’ une relation bnaire A sur N
(on confondra A et son graphe, ¢’ est-a-dire I’ ensemble des coupes (u,v)CONxN tels que u est en
relation avecv). Un graphe G sera dorc noté G = (N,A). L’ensemble A est appelé ensemble des
arcsdugraphe orienté. Un arc est dorc une paire de sommets.

Si (u,v) est unarc, on dt que u est le prédécesseur dev et v est le successeur de u. On appelle u
I’extrémitéinitiale del’arc & v son extrémité finale (ou terminale).

Comme pou les arbres, il est passhble d’ attacher une étiquette a chaque sommet du graphe. 1l ne
faut pas confondre nom d’ un sommet et étiquette. Le nom d’un sommet dait étre unique dans un
graphe, mais 2 ou 3 sommets peuvent avoir la méme diquette. On peut auss attacher une
étiquette aux arcs du graphe.

Un chemin dans un graphe orienté est une li ste de sommets (v1,V»,... Vi) telsqu'il existe unarc de
chague sommet vers le suivant. La longeur du chemin est k-1, le nombre d’arcs constituant le
chemin.

Un cycle dansungraphe orienté est un chemin de longueur non nudle qui part et abouit au méme
sommet. Lalongueur du cycle est lalongueur du chemin.

On appelle cycle élémentaire (resp. chemin élémentaire) un cycle (resp.chemin) pou lequel
aucun sommet N’ apparait plus d une fois dans le gycle (resp.chemin), I’ unique répétition est cdle
du sommet final.

On appelle chemin simple un chemin pou lequel aucun arc n’apparait plus d’une fois dans le
chemin.

On appell e chemin eulérien tout chemin simple @ntenant tous les arcs.
On appell e chemin hamiltonien tout chemin é émentaire cntenant tous les KMmets.

Etant donreé un cycle nonélémentaire contenant le sommet v, on peut toujours trouver un cycle
élémentaire ontenant v.

Si un graphe aun ou pusieurs cycles, on dt qu'il est cyclique, dans le ca contraire on dt qu'il
est acyclique.

Un chemin est dit acyclique (ou élémentaire) si aucun sommet N’ apparait plus d’ une fois dans le
chemin.S'il existe unchemin quelconquedeu av, adorsil existe unchemin acycliquedeu av.

5.2  Graphes non-orientés

Quand la liaison entre deux sommets n’a pas de diredion, onl’appelle une aréte. Une aéte est
dorc un ensemble de 2 sommets. Si {u,v} est une aéte, on dt que u et v sont adjacents, ou ben
voisins. Un graphe aant des arétes, c'est-a-dire tel que la relation des arcs est symétrique et
appelé un graphe non-orienté.

On définit les chemins (ou chaines) de fagon analogue aux graphes orientés avec la différence
gue les smmets ot reliés par des arétes. Trouver les cycles (ou circuits) dans des graphes non
orientés est un peu délica car on re veut pas appeler cycle un chemin (u,v,u) s'il existe une aéte
{uyv}. De mémesi (V1,Va,...Vk) €st unchemin, on peut le suivre dans un sens ou dans |’ autre, mais
on re veut pas appeler cycle le chemin (v1,Va,... Vik-1,Vi,Vi-1,-.-.V2,V1). On ne siintéressera qu'a la



nation ce cycle démentaire dans un graphe nontorienté, qu est définit comme un chemin de
longueur trois ou dus, qu commence d finit au méme sommet, et ne répete aicun sommet a
I’ exception du pemier.

5.3  Definitions complémentaires

Un graphe valué orienté (resp. nonorienté) est un triplet (S,A,C) ou S est un ensemble fini de
sommets et ou A est un ensemble fini d’arcs (resp. darétes) et C une fonction ce A dans R

appelée olt.
Soit G = (S,A) un graphe. Le sous-graphe de G engendré par SOS est le graphe G'= (S ,A")
dort les arcs (resp. arétes) sort les arcs (resp. arétes) de G ayant leurs 2 extrémitésdans S'.

Soit G = (SA) un graphe. Le graphe partiel de G engendré par A” JA est le graphe
G"=(S,A”) dort les smmets Dnt les élémentsde S et dort les arcs (arétes) sont ceux de A” .

Exemple :
G=(SA) G=(S A)ouS=123} | G"=(SA”)ouA"=A\{14}

Un graphe non aienté (resp. aienté) est dit complet s pou tout coupge de sommets (x,y), il
existe une aéte {x,y} (resp. unarc x-y).

Dans un graphe orienté, le nombre d’ arcs ortants d’un sommet x est noté d°*(x) et s appelle le
demi-degré extérieur de x. On définit de fagon similaire le demi-degré intérieur d’un sommet.

Dans un graphe orienté (resp.nonrorienté) on appelle degré d' un sommet x et on nde d°(x), le
nombre d’ arcs (resp.d arétes) dort x est une extrémite.

Un graphe orienté est dit fortement connexe si pour toute paire ordonrée de sommets distincts x
ety, il existe unchemin dex versy et unchemin dey versx.

Un graphe non aienté est connexe s pou toute paire de sommets x ,y il existe une chaine (un
chemin constitué d’ arétes) reliant x et y.

On appelle composante fortement connexe d un graphe orienté un sous-graphe fortement
conrexe maximal, c'est-a-dire un sous-graphe fortement conrexe qui n'est pas dgrictement
contenu dans un autre sous-graphe fortement connexe.

Dans un graphe non aienté, onappelle composante mnnexe un sous-graphe mnrexe maximal.

5.4  Structures de donn ées
Il existe deux fagons classques de représenter les graphes :

Listesd’adjacence:

type list="cdlule;
cdlule=reoord




nom :pe_som;
suivant : list
end,
graphe = array[1..nbsom] of list;

avectype _som le type de |’ étiquette de chaque sommet, et nbsom le nombre de sommets.

Dessnez le graphe orienté représenté par les listes d’ adjacence donrees ci-desous :
[ Ol RIIE]

— el

—— 1] {2 l5] |
——{3[ [5]"]

——{2]]

Le demi-degré extérieur d’unsommet est égal alalongueur de saliste d’ adjacence

o b~ DN

Matrices d’ adjacence: onreprésenter un graphe est par une matrice Adj de bodéens. S'il existe
un arc (une aéte) menant du noaud i au noaud j aors Adj[i,j] est vrai, faux sinon. La matrice
d’ adjacenced un graphe non-orienté est symétrique.

Voici lamatriced’ adjacence @rrespondant aux listes d’ adjacence donrees précéemment.

O WN P

—h =h o~ —h ||
< —=h = = ~+ [N
—h o~ —h =~ W
- —h =~ =D
—h ~ ~ —h —h 0]

Le demi-degré extérieur d’unsommet i est le nombre de “t” dansla clonre i de lamatrice

Compar aison des deux représentations:

La représentation dun graphe de n sommets par sa matrice d’'adjacece occupe un espace
mémoire e rf. Quand le graphe et peu dense (peu darétes ou darcs), il faut lui préférer la
représentation par les listes d’adjacence Si on cherche a onreitre la liste des siccesseurs d'un
sommets, les deux représentations ont équivalentes. Par contre, s on cherche asavoir si deux
sommets ont conredés, lareprésentation matricielle est bien plus adaptée

5.5 Algorithmes élémentaires sur les graphes

Parcours en profondeur (depth-first search)
Partant d’un sommet, on suit un chemin le plus loin pcssble, pus on retourne en arriere pour
reprendre tous les chemins ignorés précéemment.

{ programme principal }
var i:integer ; Gr : graphe ; marque: array[1..n of booelan ;
begin
for i := 1tondo marqueli] :=falseg,
for i :=1tondoif not ( marqueli] ) then prof(i,gr,marque)




end;

{ procé&dure réaursive}

procedure prof( siinteger ; G:graphe ; var M : array [1..n of bodean);
var j,v : integer ;

begin
MIg| := true;
for j:=1to d“-de(s,g) begin
v :=eme-succ(j,s,G);
if not (M[v]) then prof(v,G,M)
end;
end;

Parcours en largeur (breadth-first search)

Cet agorithme tient son non au fait quil décowre d'abord tous les ommets stués a une
distancek de s avant de découvrir tout sommet situé ala distance k+1. On utili se une structure de
file: lorsgu a partir d’ un sommet s, onvisite ses siccesseurs nonmarqués, il est nécessaire de les
ranger successvement dans une file (FIFO) puisque la recherche au niveau suivant repartira de
chaaun des sicceseursde s, a partir du gremier.

procedure largeur(s: integer; G : graphe; var M : arr ay[1..n of bodea);
{sest unsommet}
var v,w,i : integer; {v et w sont des mmets}
begin
F:=file-vide; M[g] :=true;
F:=3gouter(F;s) ;
while not ( est-vide( F)) do begin
v :=premier (F); F:=retirer (F);
for i:=1to d”-de( v, G) do begin
w = eme-succ(i,v,G);
if not ( M[w] ) then begin
M[w] :=true; F := gouter (Fw);
end;
end;
end;

end;




6. ALGORITHMES DIVISER POUR REGNER
6.1 Principe général

Un moyen classque d’aborder un pobléme et d’ essayer de le démuper en sous-problémes, de
résoude les us-problémes pour ensuite mmbiner leurs lutions en ure solution pou le
probléme global. Cette technique de résolution e problémes est appelée diviser pour régner
(divide and conqguer que nous noterons DQ). S les us-problemes ont similaires a I’ original,
alorson uili se laméme procédure pou résoudre réaursivement les us-problemes.

Cette technique fonctionre sous deux condtions : les us-problémes doivent étre plus smples
que le probleme d'origine, aprés un nanbre fini de subdvisions, on dat tomber sur un sous-
probléme que I’ on sait résoudre complétement.

Exemple: conception ce drcuits logiques

On s'intéresse alafagon de rédiser un circuit compaose de portes OU a deux entrées, qu teste si
un registre de 32 hits a tous s hits a 0. Ce test est rédisé par une porte OU a 32 entrées, ure
sortie O signifie que le registre contient 0, ure sortie 1 signifie que le registre ne rtient pas 0.
Cependant, onsuppase que I’ on re dispose que de portes OU a deux entrées. On a besoin de n-1
portes a deux entrées pou cdculer le OU de n entrées. Une premiére f con ce rédiser un
OU sur 32 entrées est la suivante :

[x:] . F\D_
DJDI
4D -

Figure 1: facon inefficacede réaliser un OU sur 32bits

x!
e | [ X[ &

Comme dchague porte dimente ma suivante & que I’on a 31 pates, le délai de ce @rcuit est 31.
Une meill eure fagon uili sant toujours 31 pates est ill ustrée par la figure 2. On peut remarquer
que ce @rcuit est un arbre binaire complet. Son ddai est de 5. On a obtenu ce drcuit en utili sant
le paradigme “diviser-pou-régner”, ¢ est-a-dire, pou rédiser un OU de 2 entrées, on dvise les
entrées en deux groupes de 2 entrées chaaun. Les circuits de chague groupe sont combinés par
une porte OU. Le drcuit pou le ca de base k=1 (2 entrées) est rédisé en utili sant une porte OU a
2 entrées.



Il }3
J—D

X2
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Figure 2 : approche diviser-pour -régner pour concevoir descircuits
Voici le schéma général d’un algorithme diviser-pour-régner :

fonction DQ(x)
si taille(x) < seuil alors algo_base(x)
sinon décomposer(x,x X X))
pouri ~1akfairey . <DR(x,)
recombinery . Y,,...Y oY)
DQ ~y

S k = 1, on prlera plutét de smplification au lieu de diviser-pou-régner. C'est le ca de
I’ algorithme réaursif de cdcul de fadorielle. Quand k= 2, on farle souvent de dichotomie.

6.2 Analyse de diviser-pour-régner

Suppasons que l'on ait un algorithme quadratique. Soit ¢ une nstante telle que
I'implémentation ce A ait une mmplexité e temps ta(n) < cn’ sur une instance de taille n.
Suppasons qu'il soit possble de résoudre cdte instance en la décompaosant en trois us-instances
detaille E(n/2), en résolvant cestrois us-instances puis en combinant les olutions.

Soit d ure mnstante telle que le temps pou décompaoser et combiner vérifiet(n) < d.n.

En utilisant A et la déamposition on oltient un algorithme B dort I'implémentation aura une
complexité

2
ts(n) = 3 ta(E(N/2)) + t(n) = 3c(E(n/2))* + dn< 3c ﬁ%lL +dn < % cn? + % c+ d@n + % c

. 3 . . . :
sur de grandes instances (c'est Ietermezr cn? qui domine), B est 25% meill eur que A, mais reste

quadratique.

Pour faire mieux, onva décomposer réaursivement les us-instances a leur tour jusqu' a une
certainetailleng .

La complexité del’ agorithme C ainsi obtenu est donréepar :
ta(n) sn<ng

te(n) =
3tc(E(n/2)) +t(n) sinon



Le choix du seuil (talle des us-instances pou laguelle on arréte de décompaoser) est un
probléme délica que nous n’ aborderons pas. |l faut quand méme savoir que si le seuil n’'intervient
pas dans I’ ordre de grandeur de la complexité de I’ agorithme de diviser-pour-régner, il ne faut
pas le négliger pour autant comme le prouve I’ exemple suivant.

Exemple : pou déterminer le seuil ny qui minimise tc(n), il ne suffit pas de savoir que ta(n) O
O(n) et que t(n) O ©(n). Considérons une implémentation telle que ta(n) = n* milli secondes et
t(n) = 16n milliseoondes. Suppasons que I'on ait a résoude une instance de talle 1024. S
I’ algorithme procede réaursivement jusqu’ a obtenir des instances de talle 1 (ng = 1), il mettra
plus d’ une demi-heure pou résoude le probleme, ce qui est ridicule ca I’ algorithme de base A
(en prenant ng = ‘') résoudle probléme en un peu plus d’un quart d’heure! En fait, siI’on grend
un ‘bon seuil, (np=64), I’ algorithme C résoud|’ instance de taill e 1024en moins de 8 minutes.

6.3 D-p-Rappliqué au tri

6.3.1 Trifusion

Soit L un tableau de n éléments que I’on souhaite trier en ardre coissant. Une fagon évidente
d utili ser la stratégie diviser-pour-régner consiste adiviser le tableau en 2 parties égales (a un
élément prés $ n est impair), trier ces deux parties par des appels réaursifs, pus fusionrer les
solutions pou les deux parties, en faisant attention de préserver I’ordre des éléments. Voici
I’ algorithme :

procedure tri_fusionl(L[1...N)

S nest petit alorsinsertion(L)

sinon (* U et V tableaux detaillen dv 2, (n+1)div 2 resp.*)
recopie( U,L[1...ndv2])
recopie( V, L[1+(n dv 2) ... )
tri_fusion(U)
tri_fusion(V)
fusionrer(L,U,V)

ou fusionrer est une procédure qui intercae deux sous-séquences triées de taill esn et m.

Exercice : éaire la procédure fusionrer et déterminer sa mplexité. Analyser ensuite
I”algorithme de tri-fusion.

6.3.2 Trirapide (quick sort)

Le tri rapide est également basé sur une stratégie diviser-pou-régner. La partie nonréaursive de
I’algorithme et ici consaaée ala division (pou le tri fusion, c’est a la phase de cmbinaison
gu est consaaée cdte partie nonréaursive).

procedure tri_rapide (A[1...1, 1, ])
s i<jalors partionrement (A[i.j], k)
tri_rapide (A, i, k-1)
tri_rapide (A, k+1,j)




procedure partionrement (A [i..j], k)

p:=Ali]
qg:=i
k:=j+1

repéter q:=q+ljusqu'a(A[q] >poug>=j)
répéterk:=k-1ljusqu'a(A[k] <=p)
tant que q<k faire
échange(A [ ], A [k])
répéterq:=q+1ljusquaAfq]>p
répéterk:= k-1jusqu'aA[k]<=p
edhange(A [i ], A[Kk])

3 étapes du procesaus « diviser pour régner » pour trier un sous-tableau Afi. ] :

o diviser: A[i.j] est partionné en 2 sous-tableaux nonvides A[i..K] et A[k+1.j] tels que chaque
élément de AJi..K] soit inférieur ou égal a dhaque dément de A[k+1.j]. L'indicek est caculé
pendant la procédure de partionrement.

o régner : les 2 soustableaux AJi..K] et A[k+1.j] sont triés par des appels réaursifs a la
procédure principale dutri rapide.

« combiner : comme les us tableaux sont triés aur place aucun travail n’est nécessaire pour
lesrecombiner : A[i..j] tout entier est trié

Exemple: appel initial tri_rapide(A,1ongueur(A))

6 2 8 5 |10 9 12 1 15 7 3 13 4
6 2 4 5 |10 9 12 1 15 7 3 13 8
6 2 4 5 3 9 12 1 15 7 10 13 8
6 2 4 5 3 1 12 9 15 7 10 13 8
1 2 4 5 3 12 9 15 7 10 13 8

Le temps d’' exéaution ce ce agorithme dépend ce I’instance @ du choix du gvot.
Quevaut k dans partionrement quand tous les él éments du tableau sont égaux?
Quel est le casle pire ? Quel est le melll eur des cas ?

Calcul de la mmplexité dansle pire descas:
Le pire des cas intervient quand partionnement produt une région avec n-1 éléments et une autre
avec un seul élément. Le partionrement colte ©(n) la réaurrence pou le temps d’ exéaution est

dorc: [T(n)=T(n1)+0O(n) .|
Evaluer cette réaurrence, en olservant que T(1) = ©(1).

Calcul dela complexité dans le meill eur descas :
Si la procédure partionrement produit deux régions de taill e n/2, le tri rapide s exéaute beaucoup

plus rapidement (!). Laréaurrences éait alors: |T( n)=2T(n2)+ @(n).|
Evaluer cette réaurrence

Complexité en moyenne : on peut montrer que le tri rapide aun colt en moyenne de I’ ordre de
O(nlogn).




6.4  Autres exemples
6.4.1 Redherchedichotomique dansunelistetriée

La recherche dichotomique est I’algorithme que I'on uilise pou chercher un mot dans un
dictionraire, et c'est une des applications les plus smples du pincipe diviser-pour-régner. On
sintérese ai probleme de rechercher une valeur x dans untableau T (ou ure liste) de n valeurs
triées par ordre aoissant. Si x n'est pas dans le tableau, onvoudrait |a pasition ouil faudrait que
X soit insérée On veut dorc I'indicei tel que 1< i< net T[i] < x < T[i+1].

On a dgavu unalgorithme de recherche séquentielle, qu consiste aparcourir le tableau du pus
petit éément vers le plus grand jusqu’ a trouver x ou unélément supérieur a X. Cet algorithme a
une ommplexité en 6(1+i) (oui est I'indice déterminé par la recherche), Q(n) dans le pire des cas
et O(1) dansle meill eur des cas.

Le principe D-p-R suggére de vérifier d abord s x est dans la premiéere moiti € du tableau ou dans
la seconde. Pour le savair, il suffit de comparer x alavaleur qui se trouwe ai milieu dutableau
(T[n dv 2]). Voici I’algorithme, dans saversionréaursive :

procédure rech_dcho(X : Element; T : arr ay [1..n of Element; g,d : 0..n+1);
var m:1..nm
begin
if g< d then begin
m ~ (g+d) div 2;
if X=T[m]thenres -« m
else if X <T[m] thenrech_dcho(X, T, g,m-1,res)
else rech_dcho(X, T, m+1, d,res);
end
else res:=g;

end;

Cet agorithme et en 6(log n). 1l faut noter qu’ un seul des deux appels réaursifs est exéauté, ¢’ est
dorc un exemple de simplification dut6t que de diviser-pour-régner.

6.4.2 Multiplication de matrices (algorithme de Strassen)

Rappelez I'agorithme dassque de la multiplicaion de matrices et donrez le nombre
d’ opérations élémentaires (additions/multi pli cations cdaires).
Nous sippasons que n=2" . On vadiviser A, B et C chacune e quetre sous-matricesn/2 x n'2 :
A Ap Bi1 Bi Cu Cp
Az Ay Ba1 Bz - Ca Cx

oulamatrice Cj (/2 x n'2) est définie par : Cj = Aj1Byj + AiByj, 1<i,j < 2.

Pour n = 2, les us matrices ont de taille 1x1, le produt AB est dired. Pour n > 2, la
multiplication des us-matrices e fait par applicaion réaursive de la divison des matrices en
quatre sous-matrices.



Donrez les étapes d’ un algorithme réaursif qui implémente le principe DQ déait ci-desaus pour
la multiplication de matrices. Ecrivez et résolvez la formule réaurrence pou le temps de cé
algorithme.

Strasen a déomuwvert une méthode qui utili se 7 multiplicaions réaursives de matrices n/2 x n2
(aulieu de 8). Prenorsle ca de matrices 2x2 :

&1 & b1y by

1 o bZl b22

posons: My = (81 + 2 - @11)( b2z by2 + byy)
m; = ayg by
M3 = ayz by
My = (ay1- 8p1)( b2z~ b1o)
Ms = (81 + @2)( b1z byy)
Mg = (812~ Gp1 + 811 B2) b2
M7 = 8o D11+ D22~ D12 - D7) .

Vérifier quelamatriceC = AB s éait enfonction desm; (i=1, ..., J delafagon suivante :

m, + Mg M+ Mp+Mg+Mg
MM+ My=My - MM+ +mg

On a donc multi plié deux matrices 2x2 en uili sant 7 multiplications sdaires et 14 additions ou
soustradions (4 pou I’ algorithme dassque). A priori, il semble quel’on rait rien gagné.

Pour généraliser au cas de matrices A et B nxn, onremplace taque terme de A et B par une
matrice n/2 x n'2. L’ agorithme obtenu multiplie deux matrices nxn en faisant 7 multi plicaions
de matricesn/2 x n'2 (et un certain nanbre d additi ons).

Mozngez que I’algorithme de Strassen multiplie deux matrices nxn en un temps en 6(n"™") =
8(n~™).



1. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

7.1 Problemes d’optimisation

Dans ce type de problémes, il peut y avoir de nombreuses lutions. A chaque solution est
affedée une valeur, et on souhaite trouver la solution ayant la valeur optimale (minimum ou
maximum). Une tell e solution est une solution ogimale.

Exemples:  trouver le meill eur ordre pour exéauter un ensemble de taches, trouver le plus
court chemin dans un graphe, probleme du sac-a-dos, ...

En général, ona:

* unensemble de candidats,

* unensemble de candidats d§a chaisis,

* une fonction qu indique s un ensemble de candidats constitue une solution, sans
considération d optimalit €,

* une fonction qu détermine s un ensemble de candidats est faisable, c'est-a-dire s'il est
possble de le compléter de maniére a obtenir au moins une solution (pas nécessairement
optimale),

» unefonction ce séledion qu indique a hiaque instant le candidat le plus prometteur, parmi les
candidats qui n’ ont pas encore €é chaisis,

» unefonctionobjedif qu donre lavaleur d une solution. C'est cette fonction gie I’ on cherche
aoptimiser.

La progranmation dynamique et une méthode qui s applique aux problemes d optimisation
respedant la propriété de sous-structure optimale : dans une sequence de choix optimale, chagque
sous-sequence doit étre optimale.

C’est une technique bottom-up qu résout des us-instances minimales, les combine, oktenant
ains la solution ce sous-instances de taille aoissante, pou finalement arriver a la solution e
I"instance globale. Nous avons vu des techniques diviser pour régner qui sont des méthodes top-
down.

Pour certains problemes, la division en sous-problémes condut naturellement a nsidérer
plusieurs us-problémes qui se «chevauchent». S I'on résout chaan dentre aux
indépendamment, les mémes cdculs sront faits plusieurs fois. Si, au contraire, on gofite de ces
recowrements (en conservant les résultats intermédiaires), il est probable que I'on aura un
algorithme plus efficace

C'est I'idée de base de la programmation dynamique : éviter de cdculer plusieurs fois la méme
chose, en uili sant une table des résultats connus, adualisée ai fur et @ mesure de larésolution des
sous-problemes.

Exemple1: Calcul des coefficients binGmiaux
fonction C(n,k)
sk=0ouk=naorsC=1
snonC=C(n-1, k-1) + C(n-1, K

. k
Le nombre total d' appelsréaursifs pou le cdcul de C(n,k) est ZCn -2.

En uilisant une table contenant les résultats intermédiaires, on oltient un algorithme bien plus
efficace Notez qu'il suffit de stocker laligne courante, que I’ onremplit de droite agauche.



Exemple 2 : Propriété de sous-structure optimale (ou principe d optimalit )

le probléme de trouver le plus court chemin entre 2 pants d un graphe ala propriété de sous-
structure optimale, ce n'est pas le ca& du pobléme qui consiste atrouver le plus long chemin
entre 2 pants.

7.2  Probleme du plus court chemin et algorithme de Floyd

Soit G = <N, A> ungraphe orienté. Un collt est associé a tiaque ac, et I'on veut cdculer le @it
asocié au plus court chemin entre chaque paire de sommet.

On définit L lamatrice des co(ts par : L[i,i]=0
L[i,j]=0sizjet(i,j)OA
L[i,j]=cs (i,j) OA

Nous construisons la matrice D du dus court chemin entre dhaque paire de sommets (D = Dy) :
Do est initialisée aL,

alakieme itération, Dy donre lalongueur des plus courts chemins passant par les smmets {1,2,
e K D [i, j] = min( Dy [i, jI, Dia i, Kl + D [K, j] ).

Une 2°™ matrice P permet de savoir par quels ssmmets pasent les chemins. P est initialisée ala
matrice null e, et chaque fois qu on ajoute un sommet a un chemin, onadualise P.

procé&dure Floyd (L, D, P)
DL
pou k — lanfare
poui — lanfare
pouj — lanfaire
s DJi, j] > D[i, k] + D[k, j] alors

D[i, j] ~ DI[i, K] + D[k, j]
Pli, j] — K

7.3  Multiplication d e matrices (parenthésage)

Rappelez combien de multi pli cations éémentaires ont nécessaires pou le cdcul du produt s A
matrice (p,g) et B matrice(q,r) ?

Suppasons que I’on veuill e multiplier les matrices My(30,39, M2(35,15, M3(15,5 et My(5,10.
Rappelons que la multiplicaion des matrices est asociative. Combien de parenthésages posshles
pou le cdcul de M = M;M,MzM, ? Donrez pou chaque parenthésage, le nombre de
multi pli cations é émentaires eff eduées.

Nous nous intéresons maintenant au probleme suivant : étant donrée une suite de n matrices :
M=MM, ..M, , ou pou tout i, la matrice M; a une dimension (d.;, d), parenthéser
complétement le produt M;M,...M, de fagn a minimiser le nombre de multiplicaions
scdaires. Pour trouver la meilleure fagon de multiplier n matrices, on pourait parenthéser
I’ expresson ck toutes les fagons possbles et évaluer le @t pour chaque parenthésage. Soit P(n)
le nombre de parenthésages diff érents pour le produt de n matrices, ona:



n-1
P(n) = Y P(i) P(n-i) .
i=1
1 n1 4™
On peut montrer que P (n) =HC2nw22%.

Comment s exprimeici la propriété de sous-structure optimale ?

Nous alons construire un tableau C de dimension (n,n) tel que CJi,j] donre la solution ogimale
pou le sous produt MiM;.1...M; . Le @it de lasolution oggimale seradonc donre par C[1,].
On construit la matrice C diagonale par diagonale : la diagonale s contient les éément C[i, j] tels
quej-i =s.

(s=0) Cli,i],i=12,.., n

(s=1) Cli,i+1],i=1,2,..., nl1

(1<s<n) (]i,i+9,i=1,2,..., RS

On rappell e que M; est de dimension (d;.;, &). Ecrivez I’ algorithme pou cdculer C[1,n]. Analyser
votre dgorithme.

Comment pourait-t-on modifier I’ algorithme de cdcul de C[1,n] pou qu en plusil donrele
parenthésage optimal ?

Exemple :
matrice dimension

M, 30x 35

Mo 35x 15

M 15x5

M4 5x10

Ms 10 x 20

Meg 20x 25

parenthésage colt
((M1M2)M3)M4) (30*35*15)+(30*5*10)+(30*15*5) | 19500
(M1M2)(M3M4) (30*35*15)+(15*5*10)+(30¥15*10) | 21000
(M1(M2M3))M4 (35*15*5)+(30*35*5)+(30*5*10) 9375
M1((M2M3)M4) (35*15*5)+(35*5*10)+(30*35*10) | 14875
M1(M2(M3M4)) (15*5*10)+(35*15*10)+(30*35*10) | 16500
Tableau C
1 2 3 4 5 6

015 750| 7 875| 9379411 875(15 125
0| 2625 43759 7 125/10 500
0| 7500 25000 5375
1 000| 3500

0| 5000

o1~ WDN P




7.4 Probléme du sac-a-dos

Un voleur dévalise un coffre-fort qui contient N types d objets de différentes tailles et de
diff érentes valeurs. || n"a qu un saca-dos de mntenance M pou emporter son buin. Le fameux
probléme du sac-a-dos consiste atrouver I’ensemble d' objets que le voleur devrait prendre dans
son sacde fagon a maximiser lavaleur totale de son buin.

Par exemple, suppasons gque la cgadté du sac soit 17 et que le mffre-fort contienne beaucoup
d’ objets de 5 types déaits ci-desus :

0t

taille 7 8 9
valeur 4 5 10 11 13
nom A B C D E

Avec ce donrées, le voleur peut prendre 5 oljets de type A (mais pas 6) pou une valeur de 20,
ou ben unD et un E pou un total de 24. Il a excore beaucoup dautres posshilit és, mais il
voudrait bien conreitre cdle qui lui permettra de rédiser la meill eure valeur.

Voici unalgorithme de programmation linédre qui résout ce probleme :

pour j — 1aN faire
début
pour i — 1aM faire
début
s i—tallg[j]=0alors
s colt[i] < (colt[i-taill €j]] + val[j]) alors
colt[i] « codt[i-taill €j]] + val[j]
meill eur[i] < j
fin
fin




8. La stratégie gloutonne

Les agorithmes gloutons n’ aboutissent pas toujours a une solution ogimale, maisy arrivent dans
laplupart des cas. Ils suivent une stratégie heuristique :

- I’ensemble des candidats choisis est vide au départ,

- a chaque dape, onessaie d' gouter a ce ensemble le meill eur des candidats restants, ce doix
étant guide par lafonction ce séledion,

- s I’ensemble ans constitué, n'est pas faisable, onenléve le dernier candidat gjouté (et on re
le mnsidéreraplus),

- s I’ensemble et faisable, le candidat gjouté y restera jusqu' a la fin (on re remet jamais en
guestion unchoix, pas de retour arriere).

Propriété du choix glouton:
Un probléme ala propriété dite du choix glouton si I’on peut arriver a une solution globalement
optimale en effeduant un choix locdement optimal.

Sous-structure optimale :
Un probléme fait apparaitre une sous-structure optimale si une solution du pobleme contient la
solution ofimale de sous-problémes.

8.1 Probleme du choix d'activités
Il s'agit de répartir une ressource parmi plusieurs adivités en compétition. Pour ce probléeme, un

algorithme glouton fournit une méthode dégante pou trouver un ensemble le plus grand passble
d adivités compatibles entre dles.

« S={1,2, ..., i, ensemble de n adivités concurrentes, utilisant une resource @mmune ;
chaque adivitéi aun haaire de début d; et definf; , avecd <f; .

» Lesadivitési et j sont compatibles s lesintervalles|[d , fi [ et [d; , f; [ sont digoints.

» Leprobléme duchoix d adivités consiste atrouver le plus grand nombre posshble d’' adivités
compatibles entre dles.

On suppce que les adivités ont triées par horaires de fin croissants : f;<f, ..<f,

algorithme dchoix-d’ adivités-glouton
n — longueur (S)
A {1}
j<1
poui — lanfare
sd=xfaors A - ADO{i}
j o

Cet algorithme est trés efficacepuisqu’il peut ordonrencer un ensemble de n adivités en 6(n), si
les adivités ot triées slonleur horaire defin.

Le choix glouton est cdui qui maximise la quantité de temps libre restant (I’adivité doisie et
cdle ayant I’ horaire de fin le moins tardif).

Validité de |’ algorithme glouton pou le probléme du choix d adivités:




L’adivité 1 al’horaire de fin le moins tardif. On souheite montrer qu'il existe une solution
optimale qui commence par un choix glouton, ¢’ est-a-dire par |’ adivité 1.

Suppasons que A [ S est une solution ogimale pou I'instancedonrée ¢ que la premiére adivité
de A soit I'adiviték.

Si k=1, dors!’ordonrencement A commence par un choix glouton.

Sk # 1, onmontre qu'il existe une autre solution ogimale B = A - {k} O {1}. Commef; < fy les
adivités de B sont digointes, et comme B ale méme nombre d’ éléments que A, B est optimale.
On a dorc montré qu'il existait toujours un adonrancement optimal commencant par un choix
glouton.

Une fois que le choix de I'adivité 1 est fait, le probléme se raméne atrouver une solution
optimale pou le probleme du choix d adivités de I’ ensemble S compatibles avecl’ adivité 1.

On adornc ques A est une solution ogimale pou S, alors A’ = A - {1} est une solution ogimale
pou S ={iO0S, d<f;}. Eneffet s I’on powait trouver B’ une solution ogimale pou S
contenant plus d' adivités que A’, gjouter 1 a B’ offrirait une solution ogimale pour S contenant
plus d’ adivités que A, cequi contredirait I’ hypothese que A est optimale.

Donc gores chaque dhoix glouton, onse retrouve azec un grobléme d’ optimisation de la méme
forme que le probleme initial. Par indwction sur le nombre de choix effedués, faire le choix
glouton a chaque éape produt une solution ogimale.

8.2  Arbre couvrant minimal

Soit G = (V, A) ungraphe non-orienté connexe, avecV ensemble des smmets et A ensemble des
arétes. A chague aéte est associé un colt = 0 (distance). Le probleme consiste atrouver un sous-
ensemble T de A tel que tous les smmets de V restent conredés par les arétes de T, et la somme
descoltsdes arétesde T est minimale.

On peut prouwver que le graphe (V, T) est un arbre. Cet arbre est appelé abre couvrant minimal.

algorithme-de-Kruskal
trier A en ordre aoissant
n—#V
T-0O
C{i},i0ov}
répéter

<u,v> « lapluspetite aréte de A
s (uetv sont dansdes ensemblesdistinctsde C, R, et R, ) alors
remplace R; et R, par R;[0 R, dans C
gouter <u,v>dansT
enlever <u,v>dansA
jusgu’a ceque# =n-1

L’ agorithme de Kruskal est en O (alog a) avec a=#A



8.3 Plus courts chemins

Soit G = (V, A) un graphe orienté, avec V ensemble des sommets et A ensemble de acs. A
chaque ac est asocié un colt > 0. Le probleme mnsiste adéterminer le @it des plus courts
chemins reliant un sommet de départ & chaaun des autres smmetsde V.

On suppasera que les smmets ot numérotés de 1 a n et que le sommet 1 est le sommet de
départ.
LamatriceL donrele it asocié a tlaque ac:  L[i,j]=0 S <i,j>estdansA

L[i,j] = S <i,] >n'est pasdans A

algorithme-de-Dijkstra
C-{23,..,n
E-O

poui — 2anfaireD[i] « L[ 1,i]
poui — 2anfaire
Vv « élément de C avecune valeur D[ v] minimale
C-C-{v}
E - EO{v}
pou chaquew O C faire
D[ w] « min( D[ w], D[ v] + L[ v, w]




0. Introdu ction a la théorie de la complexité

9.1 Introdu ction et motivation

Pour motiver le mntenu ce cdte partie du cours, onvasintéreser aun probleme de lathéorie des
graphes, le fameux probléme du voyageur de commerce (en anglais, Traveling Saesman
Problem). Etant donré un graphe non aienté, complet, valué an sommets, il sagit de trouver un
cycle hamiltonien de longueur minimale. On rappelle quun cycle hamiltonien et un cycle qui
pase une fois et une seule par chagque sommet, sa longueur est la somme des valuations des
arétes le ongtituant. |11 sagit donc d'un probléme d'optimisation (dans un graphe complet, on sait

(1)

|
quil existe > - cycles hamiltoniens (sauriez-vous e prouver ?)

Un algorithme trivial pou résoudre ceprobléme cmnsiste a @umérer toutes les olutions. On sait
bien, vu le nombre de solutions faisables que cen'est pas raisonrable (pou un graphe a20
sommets, il faudrait 19 siedes de cdcul a une machine cgable de traiter 1 million e g/clesala
seconde !t

Le probleme, c'est quon re @nreit pas de meill eur algorithme, on peut accéérer la vitese de
résolution par des méthodes que nous ne verrons pas dans le calre de ce ours, mais tous les
algorithmes exads (cest-a-dire qui trouvent effedivement une solution ogimale) sornt
impraticables.

Analyse d'algorithme : onsait prouver qu un algorithme peut résoudre un certain probléme en un
temps en O(f(n)) pour une cetaine fonctionf.

Théorie de la mmplexité : oncherche atrouver une fonction g tell e que tout algorithme résolvant

le probleme (pour toutes s instances) sera nécessairement en Q(g(n)). On est satisfait quand

f(n)0©(g(n)), car on sait alors gu on a le meill eur algorithme possble. Dans ce c& on dt que la
complexité du probleme est connwe exadement. Malheureusement il est rare que céda arive!

Commeil est difficile de déterminer la complexité exade d’ un probléme, onse mntente souvent

de comparer les difficultés relatives de diff érents problemes :

* SUppGsONs qu'un certain nambre de problemes ont équivalents dans le sens quils ont la
méme acmplexité. Toute anélioration e la méthode de résolution dun de ces problémes
meénera automatiquement (du moins en théorie) aun meill eur algorithme pour tous les autres.

» d'un pant de vue négatif, s on conreit des problémes pou lesquels aucun algorithme dficace
n'a éé trowé, le fait que ces problémes ient équivalents conforte I'idée quil n'existe
probablement pas d’ algorithme dficacepou ces problémes.

Trois versions des problémes d’ optimisation :

1. Probléme d’ optimisation :trouver la solution ogimale

2. Probleme d' évaluation : trouver le @t de la solution ogimale

3. Probleme d’ existence: déterminer S'il existe une solution ogimale

Les trois versions ont considérées comme dant équivalentes, du pont de vue de I’existence
d algorithmes efficaces. La théorie de la complexité traite de problémes d'existence ca leur
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formalisme a réporse O/N, V/F a permis de les éudier avec des outils de la logique
mathématique.

Pour I'exemple du TSP: le probleme d'optimisation consiste adonrer le o/cle hamiltonien le plus
court, le probleme d'évaluation consiste adonrer lalongueur du cycle hamiltonien le plus court,
le probléme d'existence @nsiste aréponde, éant donré un entier k, sil existe uncycle
hamiltonien de longueur inférieure ak.

9.2 Classification des problemes d’existence

problémes résolus par des algorithmes en O(n) ;

P problémes résolus par des algorithmes en O(p(n)) ou p(n) est un pdyndme de degré
supérieur a1

NP  problémes pou lesguels on re conreit pas d agorithme polynomial, et qui apparemment
n’ont pas de difficulté intrinseque (c'est-a-dire que I'on peut vérifier en untemps
poynomia gquune solution proposéepermet de réponde alaquestion pasée
problémes qui requiérent, intrinsequement, un nanbre d' opérations égal a une fonction
exporentielle en lataill e des instances.

La dass P cortient les problémes que I’on peut résoudre en temps polynomial. Cette dasse peut
étre définie de fagon trés prédse avec le formalisme des macdines de Turing. Des exemples de
problemesdans P :

étant donré G ungraphe, G est-il conrexe ?

étant donrés un graphe conrexe valué & unentier i, existe-t-il unarbrede remuvrement
de oot inférieur ouégal ai ?
Pour qu un probléme soit dans la dasse NP, s x est une instance oui du probleme, alorsiil existe

une preuve « courte » que x est valide.

9.3 Transformations polynomiales

On dt gquun probleme d’existence A; est pdynomialement transformable en un autre probleme
d existence A, s, étant donréeune instance quelcongLe x de A;, on feut construire une instance
y en untemps polynomial (en taill e(x)) telle que x soit une instanceoui de A; s et seulement s y
est une instanceoui de A,. On nae A;[0p As.

Définition : Un probléme d'existence A de la dasse NP est dit NP-complet s tous les autres
problémes de NP sont polynomialement transformables en A, (pou le probleme d’ optimisation
correspondant, on dt NP-difficil e).

La dasse des problemes NP-complets ales deux propriétés siivantes:

1. aucun pobleme NP-complet ne peut étre résolu par un algorithme palynomial connu

2. sl exigtait unagorithme paynomia pou n'importe lequel des problemes NP-complets, alors
il existerait des algorithmes paynomiaux pou tous les problemes de cdte das<.

Conjedure : Pz NP

Un chercheur éudiant un noweau probléme & qui ne trouve pas de méthode de résolution
efficacetentera de montrer que son probleme est NP-compl et.

Pour prouver qu un probleme est NP-complet il faut :
a) prouver qu'il est dans NP



b) prouver que tous les problemes de NP sont polynomialement transformables en ce probléme.
En pratique b) consiste a montrer guun probleme NP-complet connu est poynomialement
transformable en le probléme qui nous intérese (la relation poynomialement transformable est
trangitive).

9.4  Théoreme de Cook (1971)
Un probléme posé par la définition dun probléme NP-complet est le suivant : existe-t-il des
problemes NP-complets ? Le théoréme de Cook donre une réporse positive a céte question.

Une expresson bodéenne est satisfiable S'il existe au moins une asgnation ¢k ses variables qui
larende vraie.

Une tautologie est une expresson bodéenne toujours vraie.

Une contradiction est une expresson bodéenne nonsatisfiable.

Exemples: (pOg O pOq est satisfiable
(p=0 = (-pdqg O(pO-Qq) est une tautologie
-pO(pUag O-q est une cntradiction

SAT, TAUT, CONT sont les problémes qui consistent a réponde s une expresson donrée et,
respedivement, satisfiable, ure tautologie ou ure contradiction.

Pour prouver qu une expresson bodéenne est satisfiable, il suffit d’exhiber une assgnation de
sesvariables qui larende vraie. Pour cdaon peut observer toutes les assgnations passhles ce qui
est impraticable quand le nombre de variables bodéennes est grand (2" assgnations possbles).
Par contre, étant donrées une asgnation, il est immédiat de vérifier qu elle rend I’ expresson
vraie ou es (donc SAT [0 NP).

Il est possble de prouver que SAT Op TAUT [Op CONT

Un littéral est ou bien ure variable bodéenne ou bien sa négation

Une clause est unlittéral ou ure digonction () de litt éraux

Une expresson bodéeane est sous forme conjonctive normale (FCN) s ¢'est une dause ou ure
conjonction (0)) de dauses

Une epresson bodéenne est sous forme k-FCN (k O IN) s elle est composée de dauses,
chaaune arecun maximum de k litt éraux

On peut prouwver que toute expresson bodéenne peut étre transformée @ ure expresson FCN.
SAT-FCN est larestriction du pobleme SAT aux expressons FCN. Pour tout entier k, SAT-k-
FCN est la restriction de SAT-FCN aux expressons k-FCN. SAT-2-FCN peut étre résolu en
temps polynomial.

Théoreme de Cook: SAT-FCN est NP-complet

9.5 Sixexemples de problémes NP-complets

3-SAT :

Instance : un ensemble C ={cl,c2,...cm} de dauses sur un ensemble fini U de variables
bodéenestellesque |ci| = 3 pou 1<i <m.

Question : existe-t-il une assgnation des variables de U qui satisfasse toutes les clauses de C ?

3-DM : (Dimensional Matching)




Instance: unensemble M O W x X X Y, ouW ,Y et Y sont des ensembles digoints ayant le méme
cadina g.

Question : I'ensemble M contient-il un matching (mariage), ¢’ est-a&-dire un sous-ensemble M’ [
M tel que [M’| = g et aucune paire d éléments de M’ n’a deux coordonrées égales ?

VC : (Vertex Cover ou couverture de sommets)

Instance: ungraphe G = (V, E) et unentier pasitif K< |V|.

Question : existe-t-il un recouwvrement de taill e inférieure ou égale aK, c est-a-dire un sous-
ensemble V' 00 Vtel que [V’ | < K et, pou toute aéte {u,v} O E, au moins|’un des deux sommets u
ouvestdansV ?

CLIQUE :

Instance: ungraphe G = (V, E) et unentier paositif J< |V|.

Question : G contient-il une dique de taill e supérieure ou égale aJ, ¢’ est-a-dire un sous-ensemble
V' O Vte que|V'|=J et, toute paire de sommets de V' est reliéedans E ?

HC : (Circuit Hamiltonien)

Instance: ungraphe G = (V, E).

Question : G contient-il uncircuit hamiltonien, ¢’ est-a-dire une suite ordonrée<vy,V,,.. Vy> des
sommets de G (n=|V)), telleque {v,, vi} OE et {v;, vi+1} 0 E pou tout 1<i<n?

PARTITION :
Instance: unensemblefini A et une“taille” s(a) 0 Z* pou tout a 0 A.

Question : existe-t-il unsous-ensemble A’ D Atelque: ) s@= > s(a) ?
adA alA-A

9.6 Leprobleme de laclique est NP-complet

Théoreme : CLIQUE est NP-complet

Preuve : CLIQUE [0 NP, en effet, étant donréeune instance du probléme (un graphe G = (V,E) et
kOIN) et C OV, I'algorithme qui vérifie s C est une dique (tous les smmets de C conredés
dansE) et s |C]=k est pdynomial (en ©(n?)).

Nous allons montrer que 3-SAT Op CLIQUE.

Une asdgnation partielle t assgne la valeur vrai ou faux a cetaines variables sulement, les
autres ont une valeur indéterminée t(x) = d. Une asdgnation pertielle sera définie comme une
suitede 0,1 ou d:

Par exemple, t = d01d0 (n=5) est I'assgnation partielle pour laguelle t(x,) = faux, t(xs) = vrai,
t(xs) = faux, et les autres variables sont indéterminées.

Soit U = {Xy,Xa,...,%}. Deux assgnations partiellest et t' sont dites compatibles si : 0 xOU, (t(x)
zdett'(x) zd) O (t(x) =t'(x)).

Soient {cy, Cy, ...,Cn} lesclausesde C.

* L’ensemble de sommets V corntient 7 sommets pou chaque dause ¢;, ndes tj, j=1,...,7.0n
peut voir ces Dmmets comme des assgnations partiell es avec des valeurs définies uniquement
sur les 3 variables de la dause C;. Sur les 8 (=2% asdgnations partiell es possbles, on enléve
cdlequi rendlestroislittéraux de ¢ faux (et dorc la dause dle-méme).

» Lesarétesde G connedent toutes les paires d asggnations compatibles.

* k=m, lenombre de dauses.




Nous allons montrer que le graphe G construit suivant la méthode d-desaus a une dique de taill e

Xj_D(—I X2) [X3 le(ﬂ X3) (X4 X2l X3 [ (—I X4)

oood 0d0O d000

001d 0do1 do10

011d 0d1l1l do1l1

100d 1d00 | d100
—

1d01
101d d1l01

1d10
110d / d1l10

111d 1d11 d111

k s et seulement s F est satisfiable.

O suppasons que G aune dique detaill e k. Comme k = met comme il n'y a pas d aréte joignant
deux sommets de la méme wlonre, la dique et composée nécessairement d un sommet dans
chaaune des m colonres. Comme toutes les assgnations partielles correspondantes ot
mutuellement compatibles, elles proviennent de la méme assgnation compléte t. Et t dait
satisfaire toutes les clauses de F pusque, pou chaque dause, la seule assgnation peartielle omise
dans la mlonre rrespondante est cdle qui rend la dause fausse . Donc t satisfait F (la rend
vraie).

O Supposons que I’on ait une asdgnation t rendant F vraie. Alors la restriction e cdte
assgnation aux variables apparaissant dans chaque dause doit corresponde aun sommet du
graphe, dans la wlonne mrresponcant a cdte dause. Comme ces assggnations partielles sont des
restrictions de la méme adgnation compléte, elles nt compatibles deux a deux et, par
conséguent, forment une dique detaill ek.

Exemple : Soit F = (X100 (=%2) O x3) O (X210 (=x3) O X4) O (X200 X3 O (= Xy4)). Lafigure d-desous
donre le graphe cnstruit selon la méthode exposée précélemment, et une dique a ¢ mise en
évidence (en gras) qui corresponda l'assggnation x=1, %=0, %=1, %=0, qu rend I'expresson C
vrae.



9.7 Le probléme d’ordonn ancement sur une machine multiprocesse urs est NP-
complet

Il Sagit d’ordonrancer des taches ayant un méme temps d’exéaution (unitaire) sur un certain
nombre de processeurs identiques, sous des contraintes de précédence:

étant donrés un ensemble de taches 7 = { J1,J,....Jn}, ungraphe orienté agclique P(7,
A) (graphe de précélence), unentier m (nombre de processeurs) et un entier T (date
limite de rédisation), existe-t-il une fonction S (ordonrencement) S, 7 - {1,....T}
telleque:

1. poutowtj<T,cad{J/S(I)=j})<m

2.5 (J3,3)0A, dorsS(J) < S(J).

Théoréme : le probleme d’ ordonrencement sur multi processeurs est NP-compl et

Preuve : le probléme est dans NP car il est “fadle” de vérifier gu'un adonrancement est faisable.
Nous alons montrer que :
CLIQUE 0O, ORDONNANCEMENT MULTI_ProOC

Etant donrés un graphe quelconque G=(V,E), et un entier k, on dat construire un ensemble de
taches 7, un adre partiel P =(_# ,A) et deux entiersm et T, tels qu'il existe un adonrancement
faisable pou 7 s et seulement s G a une dique de taill e k. On suppasera que G ne @ntient pas
de sommet isolé (ce qui ne nuit pas a la généraité de la preuve puisque les smmets isolés
n’influent pas sur lataill e des cli ques).

1. On définit 7=V O EO B O C O D ; avec B,C,D des ensembles non vides digoints B =
{b1,b2,...,qB|}, C= {2C1,C2,...,C|C|}, D= {d1,d22,...,q|3|} avec|B|, |C|, ID|telsque:
(1) m=k+B|=C +|V[-k+|C|=|E|-C, +I|D|
(2) min (B, [Cl, ID) = 1

Il n’est pas difficile de vérifier que de tels nombres existent ; mest défini par (1) ; T est fixé égal
a3.

2. Pour la construction e P=( 7 ,A) :
* gjouter aA toutes les arétes possbles de laforme (b, ¢j) ou (g, d),
* gouter aA lesarétes (v,e) pou tousvlV, elJE telsque v est une extrémité de e

Ced compléte la construction ce I’ instance de ORDONNANCEMENT MULTI_PRrOC.
Il s agit maintenant de prouver qu'il existe un adonrancement faisable pou_# de




Vy €5 V3

T=3, m=5
B| =2
ICl=1
ID|=3

Vq \'/) V3 Vg4

d d Cc)13 %1 cé2 €3 €4 €
Temps - 1 2 3
machine 1 b, C ds
machine 2 b, €1 d,
macdine 3 Vi & ds
madine 4 Vo & €4
macdine5 V3 \ 6

Il sagit maintenant de prouwer gquil existe un adonrancement faisable pou # sous les

contraintesA, met T g et seulement si G aune dique detaill e k

Suppasons qu'il existe un adonrancement faisable S. Comme T = 3 et que toutes les tadches de B

doivent étre exéautées avant cdle de C, et cdlesde C avant cdlesde D, onanécessairement :
S(b) =1, S(c) =2 et S(d) =3, pou tout i.

De plus |# | = m.T ; dorc toutes les macdhines (au nanbre de m) doivent rédiser une tache a
chaque période (pas detempslibre!).
2
Dans la derniére période, a dté des tadches d, on re peut exéauter que m - |D| = |E]| - Ck taches
correspondantes a des arétes (les taches relatives a des smmets ne peuvent étre exéautées dans la
derniére période, Sinon onne pourait exéauter les taches des arétes dont ces mmets ot
extrémités). C'est ici qu on uili selefait que G est sans smmet isolé.
On en conclut que :
2

e les Ck tadches restantes correspondantes a des arétes doivent étre rédisées au cours de la

deuxieme période,
* lestaches corresponchntes aux sommets ont exéautées dans la premiere période (m - [B| = k

d entre aux) et dans la deuxiéme période.
De plus les k sommets correspondants aux taches exéautées dans la premiére période doivent

2
inclure toutes les extrémités des Ck taches correspondantes a des arétes exéautées dans la



2
deuxieme période. Le seul cas ou k sommets peuvent comprendre les extrémités de Ck arétes est

une dique detaill e k.
L’ existenced un adonrancement faisable implique dorc I’ existence d’ une dique de taill e C.

Rédproguement, s G aune dique C detaill e k, on peut construire un adonrencement faisable S
avec:

S(b) =1; Sc) =2, Ydi) =3, pou touti;

S(v) =1ss vOC, S(v) =2sinon

S[uyv] =2s3 uyvOC, SJu,v] =3sinon.

Il est dlorsimmédiat que S est un adonrancement faisable.

9.8 Le probléeme du voyageur de commerce (TSP) est NP-complet

Il S'agit de trouver un circuit hamiltonien de @t total inférieur ou égal a une cetaine valeur dans
ungraphe valué.

Théoréme : le probléeme du voyageur de ommerce et NP-complet

Preuve : onmontre que HC (probleme du circuit hamiltonien) est un cas particulier du probléme
du voyageur de ommerce. En effet, étant donré un graphe G = (V, E), onconstruit une instance
de TSPde lamaniere suivante :

* |V]villes;

e dj=1s[v;, v]OE, dj =2snon;

* L=|V|le oit.

Il est immédiat qu'il existe un circuit de longueur inférieure ou égale aL s et seulement s |l
existe un circuit hamiltonien dans G.

10. Résolution des problémes NP-difficiles

Il est utile de prouver quun probleme est NP-complet, puisque céda permet de ne pas perdre son
temps a rechercher un algorithme polynomial pou le résoude. Cela justifie ausg I'utili sation
d'algorithmes approchés qui, pou les problémes d'optimisation, permettront de trouver une
solution satisfai sante, méme sans garantie d'optimalit é.

Il existe 4 grandes classes de méthodes générales pour résoude les problémes d’optimisation
combinatoire NP-difficiles:

. les heuristiques

. les méthodes arborescentes (séparation et évaluation oubranch and bounyl
. la programmation dynamique

. la programmation linédre en nanbres entiers.

10.1 Les heuristiques

Une heuristique est une méthode approchée pou un probléme d optimisation combinatoire, qui
a pou but de trouver une solution rédisable, tenant compte de la fonction de 0, mais sans
garantie d’ optimalité.




On oppee les heuristiques aux méthodes exades qui trouvent toujours I’ optimum pourvu quon
leur en laise le temps (énumération compléte, méthodes arborescentes, programmation
dynamique).

Les méthodes exades ont une mmplexité exporentielle sur les problemes NP-difficiles. Sur des
problemes de taill e importante, onleur préférera dorc des heuristiques.

Typesd heuristiques:

* méthodes construisant une seule solution par une suite de choix partiels et définitifs (sans
retour en arriére). On retrouve dans cette dass les méthodes gloutonnes, quand a dhague
itérationle dhoix est le plus avantageux.

» recherches locales auss appelées méthodes de voisinage. On part d’une solution initiale d,
par transformations successves, on construit une suite de solutions de w(ts déaoissants. Le
procesaus sarréte quand on re peut plus améliorer la solution courante. Une recherche locde
peut étre piégéedans un minimum locd.

» recherches globales, qui sortent des piéges des minimums locaux en construisant une suite de
solutions, dans laquell e lafonction de a(t peut temporairement remonter.

A probleme de I’évaluation des heuristiques : c’'est un pobléme aucial et souvent
difficile. Comme on ria aucune garantie d' optimalité il est important de powoir évaluer la
solution trouvée (la distance al’ optimum par exemple). On re traitera pas cet asped, dans le
cadre de ce ours.

Danslasuite, onill ustrera ces diff érentes classes d'heuristiques pou I'exemple du TSP,

10.2 Heuristiques gloutonnes

Onenadégavu! Nousverronsici les principes de quatre heuristiques gloutonres appli quées au
probleme du voyageur de commerce On considére que I’onaun graphe G=(V,E,M) smple
complet et valué de n sommets, défini par une matrice caréesymétrique M ( M[i, j] désigne le
colt del’aréte (i, ) ).

Pour éviter le probleme d’ existence, on suppae que le graphe et complet, de fagon e toute
permutation des mmets définise un cycle hamiltonien. Méme aec cdte hypothése
simplificarice, le probléme reste NP-difficil e.

10.2.1 Plusprochevoisin (PPV)
PPV

- partir d'un sommet quelconque, par exemple le sommet 1
- tant qu'il reste des mmetslibre faire

conreder le dernier sommet atteint au sommet libre le plus proche
- relier le dernier sommet au sommet 1.

Cest I'heuristique la plus smple. Elle peut étre mise en ceuvre en ©(n?). Heuristiques
d’insertion (PLI, PPI, MI)




Elles choisisent la position dinsertion dun noweau sommet dans un cycle. On dfinit la
distance d'un sommet a un cycle, la longueur de I'aréte la plus courte joignant ce sommet a un
sommet du cycle.

PLI (Plus Lointaine Insertion)

e partir d'uncycle u réduit aune boucle sur le sommet 1 (par exemple)

e tant qu'il y ades smmetslibresfaire
choisir le sommet librej le plusloin de u
chercher la pasition dinsertion entre 2 sommetsi, k du cycle g minimisant
I’acaoissement du colt AM = M;; + My - M

PPI (Plus Proche Insertion)

* partir d’uncycle u réduit a une boucle sur le sommet 1 (par exemple)

e tant qu'il y ades smmetslibresfaire
choisir le sommet librej le plus proche de u
chercher la pasition dinsertion entre 2 sommetsi, k du cycle u minimisant
I’acaoissement du colt AM = M;; + My - M

M1 (Meill eure Insertion)

* partir d'uncycle u réduit a une boucle sur le sommet 1 (par exemple)

e tant qu'il y ades smmetslibresfaire
pou tous les ommets libresj chercher la position dinsertion entre 2 sommetsi, k du
cycle y minimisant AM = M;; + Mj - Mik
insérer le sommet qui minimise I’ acaoisement du colt

En moyenne ces heuristiques ont trés bonres. M1 est en ©(n°) et a le meill eur comportement
moyen sur des graphes quelconges. PH et PLI sont en ©(n?).

10.3 Recherches locales (k-OPT)

Soit un probléme d’ optimisation combinatoire (F, c), ouF est I'’ensemble des lutions posshbles
et c lafonction ce @{t. Un agorithme de recherche locde ala structure générale suivante, avec
V(s) unvoisinage de la solution s a définir :

S « solutioninitiale

Z - c(9)

tant qu'il existe s’ dans V(s) avecc(s) < zfare
S S
Z c(9)

Dansle ca du TSP, on fart d’ uncycle initial construit par une des heuristiques précélentes, pus
on construit une suite de gy/cles de @its déaoissants. Chague ¢/cle résulte du précédent par une
transformation dus ou moins smple. L’ ensemble des transformations passbles pou un cycle
définit unvoisinage.



Le voisinage le plus connu pou le TSP est appelé k-OPT, il consiste a @lever k arétes et a
reformer un cycle en gjoutant k autres arétes. Le voisinage d’ un cycle adorc N* ééments

2-OPT

Cest le ca le plus smple : on remplacedeux arétes norrconseautives (i, j) et (k,1) par (i,k) et
(1), a condtion qte le o0t du cycle diminue.

2-OPT ne @nvient pas pou le ca de graphes orientés.

i J

k

cyclede @it Z cycle de @t
Z + Mij + Mjc = Mjj = My

Pour 3-OPT et 4-OPT, le gain oltenu est faible par rappat al’acaoisement de la complexité de
I’algorithme. Ces recherche locdes nt meill eures en moyenne que les méthodes gloutonres,
mais leur comportement au pire est le méme.

10.4 Méthodes de recherche globale

10.4.1 Reauit smulé (smulated annealing)

Cette méthode a €€ inventée par des physiciens en 1983.Le nom provient de |’analogie avecle
reait des métaux (anrealing) en métallurgie : un métal refroidi trop vite présente de nombreux
défauts microscopiques (—» minimum locd d'un pobléme d optimisation), s on le refroidit
lentement sa structure et aors bien odonrée (- minimum global d'un pobléme
d optimisation).

Autre analogie: - pierre lachée dans un paysage montagneux, elle se stabilise dans le
premier creux trouvé (recherche locde)
- balle lachée dans le méme paysage, €ll e peut rebondr et contourner des
obstades, ell e s arrétera probablement plus bas que la pierre
T dait étre diminuée trés lentement a chaque itération (il faudra plusieurs milliers d’itérations
pou que I'agorithme soit efficacd. Le seuil fixé pou I'arrét de I’ agorithme (&) est proche de
zéro.



Reauit smulé (schéma général)

- donrer une température T (réd arbitraire)
- donrer une solutionrédisation s

- répéter

- tirer au sort une transformation ¢’ est-a-dire une solutionrédisable s du voisinage de
s

- cdculer lavariation ce @0t Af

-SAf<0: le ao(t diminue, effecuer latransformation (s — S)

-8 Af>0: le ao(t augmente, ¢’ est unrebond quon peénali se d’ autant plus que la

température est basse @ que Af est grand :
-Af
cdculer une probabilit é d’ accetationa=e T
tirer au hasard un naenbre p 0J[0,]]
S p < a, latransformation est accgtée(s — S)
sinon(p > a) latransformation est rejetée
- diminuer T
jusguaT<e

10.4.2 Méthodes taboues

Les redherches taboues datent de 1985 (Glover), elles n'ont aucun caradére stochastique, et

paraisent meill eures, atemps d' exéaution égal, que le reauit smulé.

Trois principes de base :

* a chagueitération, onexamine compléetement le voisinage de la solution aduelle @ on prendla
solutions' qui donrelavariation ce ot la plus petite (méme si le @t augmente).

» on sinterdit de revenir sur une solution visitée dans un pas< trop proche grace ala gestion
d ureliste taboue (qui contient lesinverses des transformations déja rédi sees).

» onconserve lameill eure solution trouvée @ cours de route (cen’ est pas forcément la derniere)
et on stoppe a1 bou d’ un nanbre donré d'itérations.

Deux pdnts délicas: I’ obtention dune solution de départ (plus on est proche de I’ optimum, plus
I’ algorithme sera dficacé, et lalongueur de laliste taboue (voir I’ exemple traité en TD).

10.4.3 Compar aisons expérimentales des heuristiques

Heuristique non euclidiens euclidiens

colt durée (s colt durée (s
Plus proche voisin 4613 0.04 6958 0.04
Plus proche insertion 6699 0.11 6682 0.10
Pluslointaineinsertion 7116 0.11 6173 0.10
Meill eure insertion 6233 1.44 6491 1.28
2-OPT 2862 0.99 5703 1.13
Reauit 3691 16.36 5915 17.39
Tabou 2666 8.58 5672 8.59




